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/ Sémantique : Quoi ? ' \

“Semantique : Etude du sens des unités linguistiques et de leur
[Petit Larousse, 1994]

composition.”
analyse lexicale
Chaine de Arbre de syntaxe
—
caracteres abstraite (AST)
analyse syntaxique

Associer une “signification” a un programme a partir de son AST.

Sémantique d’un langage : définition précise, non ambigué et
indépendante de "implantation, de la “signification” des constructions de

ce langage

e quelle valeur nous décidons de donner a une expression 7
e quel effet nous décidons d’attribuer a une instruction ?

Sémantique formelle d’un langage : exprimée dans un formalisme

(nathématique /




/ Sémantique : Pourquoi ? ' \

Garantir certaines propriétés vérifiées par les programmes ... augmenter
la confiance que I'on peut avoir dans les programmes.

e spécification d’un compilateur pour un langage donné ... portabilité

des programmes

e raisonnement sur les propriétés attendues du langage — comme par
exemple le déterminisme de ’exécution des instructions
e raisonnement sur les propriétés des programmes

— Equivalence de programmes ... utile pour transformer un

programme en un programme équivalent mais plus efficace
— Terminaison de programmes

— Non-modification par un programme des valeurs contenues a des
adresses sensibles de la mémoire

\ - .. /

Sémantique : Comment ? (1) I

Sémantique dynamique : description du comportement (i.e., I’exécution)
de tous les programmes, y compris ceux dont ’exécution provoque une

“erreur”.

e sémantique opérationnelle (vision impérative)
programme = “transformateur” d’états de la mémoire
Définition d’une relation de transition entre états décrivant les
changements produits par I'exécution d’une instruction.
Abstraction : on ignore les détails sur I'utilisation de registres,
I’adressage des variables ... indépendance vis a vis de ’architecture

des machines.

- /




-

Sémantique : Comment ? (2) I

e sémantique dénotationnelle (vision fonctionnelle)
programme = fonction
Associer un ensemble a chaque famille de données et une fonction
sur I’ensemble dénotant son parametre a chaque procédure.
On s’intéresse a l’effet d’un programme et non a la maniere avec

laquelle il a été exécuté.

e sémantique axiomatique (vision déclarative)
programme = “transformateur” de propriétés (sur les états)

Logique de Hoare

Sémantique statique : le typage par exemple ... sans avoir recours a

Pexécution ...

-
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/ Rappel : Systemes d’inférence '

O T] : systéme d’inférence = ensemble de régles portant sur des

jugements de J : (R)j1 J2 j“. Jn

Un arbre d’inférence d’un jugement j € J pour un systeme d’inférence

jr dont les fils sont ji,, jkoy - , Jk,, il existe une regle de ®[7] :

(T)jkl Jko : o Jkn
Jk

jugements qui admettent un arbre d’inférence.

j € J est un théoreme s’il existe dans ®[J] une regle : (R); ou :

[T T
(R) :

J
\telle que chaque j; (1 <i < n) soit un théoréme.

&[] est un arbre fini dont la racine est j et tel que pour chaque noeud

®[J] caractérise un ensemble de théoremes Th(®[J]) C J contenant les

~

/
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Systemes d’inférence et Définitions inductives

Etant donné un systeme d’inférence ®[7], un ensemble A C 7 est dit

@[ T]-clos si pour toute regle :

(R)2—"" I ¢ p[7]
J
{jlu"' ;jn} gA:>j€A
L’ensemble défini inductivement par ®[7] est I'intersection de tous les

ensembles ®[7]-clos :

Ind(®[7]) = ({A C J | A est ®[T]-clos}

Théoréme : | Ind(P[T]) = Th(®[T])

PREUVE : exercice ...

-

-

Définition inductive des expressions arithmétiques

Définition inductive de I'ensemble E 4 par un systeme d’inférence

Jugements : (ZUV U{+,—,x,/})"

a1 an al an al an al a
(AS)al + as (A4) al — a2 (A5)a1 X a2 ( ) CL1/CL2

La regle A, peut s’appliquer pour tout n € Z : elle dénote en fait un

ensemble de regles :
Inst(Ay) =4 (A)— . (A)— . (A1)= ., (Ay)= . (Aj)= . ---
nst(An) = {-++, ()5 ()= . (). (g« ()5

n est une méta-variable, A1 est une méta-régle dont les instances sont

les régles contenues dans ’ensemble Inst(A1) qui sont obtenues en

\remplagant les méta-variables par des éléments de Z.

|
/
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Expressions Arithmétiques : Syntaxe abstraite — Implantation

Arbre d’inférence

37T+veE By ? (Ag)
= arbre de syntaxe abstraite

Expressions arithmétiques en OCAML :

type ’a exp_arith =

Ent of int | Var of ’a
| Plus of ’a exp_arith*’a exp_arith
| Moins of ’a exp_arithx’a exp_arith
| Fois of ’a exp_arith*’a exp_arith

| Div of ’a exp_arith*’a exp_arith;;

- /

Prouver par induction une propriété P sur tous les éléments de
Iensemble Ind(®[T]), c’est prouver que pour toute regle de ®[7], si
chacune des prémisses satisfait P (hypothese d’induction), alors la

conclusion satisfait aussi P.

Théoreme
Si (v% € 7] (Vk € {j1,--- ,jn} P(k)) implique P(j))
alors Vx € Ind(®[TJ]) P(x).

PREUVE : exercice ...

B n
0’ n—+1

Induction sur IN : Si P(0) et si pour tout n € IN, P(n) = P(n+ 1), alors

Vn € IN P(n).
o /
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Exemple Définition inductive de IN : (N1)=, (N2)




Induction sur les expressions arithmétiques'

si
et
et
et
et
et

alors

-

Vn € Z P(n)

Ve € V P(x)

Vai,as € Ex (P(a1) et P(az2)) = P(a1 + a2)
Yai,a2 € Ea (P(a1) et P(az2)) = P(a1 — a2)
Vai,a2 € Ea (P(a1) et P(a2)) = P(a1 X a2)
Vai,as € Ea (P(a1) et P(az2)) = P(a1/a2)

Va € Ea P(a)

11
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En OcaMmL :

V =

Err dénote une erreur lors de 'interprétation ...

par 0, par exemple.

Interprétation des expressions arithmétiques'

e Pour interpréter les expressions arithmétiques :

— on associe une “signification” a chacun des symboles pouvant

apparaitre dans une expression

— puis a chacune des constructions possibles.

appartenant a un certain ensemble :

Z U {Err}

Err est une exception

exception err;;

lors d’une division

~

e Interpréter une expression arithmétique, c’est lui donner une valeur

/
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/ Interprétation des symboles ' \

e Interprétation des variables par une valuation : V[Z] ={V — Z}

(mémoire, environnement, ...)
e Interprétation des symboles de Z U {+, —, x, /} :

n est interprété par lui-méme : [n] =n

[+]
vi| [-] [wve v2 € Z Err
[x] vi[/Jve | v2 € Z\{0} | O Err
+ v1 € Z v1 V2 Err | Err
v €2 v1 - |v2 | B Err Err Err | Err
X
Err Err Err
13
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Schéma d’interprétation des expressions arithmétiques

A[]. : BEa x V[Z] — Z U {Err}

n sie=mn
o(x) sie=ux
Alei]s[+] Ale2]o sie=-e1+e2

Ale] = [+A '
Alei]o[—] Alez2]s sie=e1 —e2
[x]A

I

I
Alerlo [X]
Alei]s [/] Ale2]s sie=ei/es

[e2]e sie=-e1 X e

\

Ce schéma correspond exactement a celui de I'interprétation d’un

\ensemble de termes. /
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Evaluation des expressions arithmétiques : Implantation en OCcAML

exception Err;;

let rec eval_arith s e = match e with

Ent n -> n

| Var x => (s x)

| Plus(el,e2) -> let vl = (eval_arith s el)
in vi+(eval_arith s e2)

| Moins(el,e2) -> let vl = (eval_arith s el)
in vl -(eval_arith s e2)

| Fois(el,e2) -> let vl = (eval_arith s el)
in vl * (eval_arith s e2)

| Div(el,e2) -> let nl = (eval_arith s el)
in let n2 = (eval_arith s e2) in

if n2=0 then raise Err else nl1/n2;;

\eval_arith i (Pa->int)->’a exp.-arith->int

15
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Sémantique opérationnelle d’évaluation a grands pas

Décrire le processus d’évaluation a ’aide de systemes d’inférence dont les
regles portent sur des jugements exprimant qu’une valeur v € Z U {Err}
est le résultat de I’évaluation d’une expression a € E4 étant donnée une
valuation o € V[Z] :

(a,o) ~ v

Caractériser un sous-ensemble des jugements de la forme (a, o) ~» v qui
sont “corrects d’un point de vue sémantique” : il s’agit de I’ensemble des

théoremes d’un systeme d’inférence.

Exemples
(34 2,0) ~ 5 est un théoreme

(34 2,0) ~ 1 n’est pas un théoreme, il s’agit d’un jugement

113 ”

\syntaxiquemen

correct mais “sémantiquement” erroné

/
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/ Regles d’évaluation a grands pas' \

(Al) (n,a) = (n < Z) (AQ) <$,O’> = O'(.I‘) ({B & V)
(49) e OB (opa € (=0 /)
(As) (a1,0) ~n1 (az,0) ~ Err (n1,n2 € 7)

<a1 Oop2 a2,0'> ~ Err

(A )(al,a>wn1 <CL2,O'>W77,2 (A )<CL1,O'>M->TL1 <CL2,0’>W7’L2
(a1 + az,0) ~> ni + na (a1 X az,0) ~> ni X na

<CL1,O'>M->TL1 <a’270->wn2 <a1,0'>«»—>n1 <CL2,O’>W0
(47) (a1 — az,0) ~» n1 — na (4s) (a1/az,0) ~ Err

(Ag)len:g) o fa2,0) 2 1z, s )

(a1/az2,0) ~ ni/n2
N /
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Evaluation : exemple'

o : valuation telle que o(z) = 2

(2x3)+z,0)~ 87

(41) (2,0) ~ 2 (41) (3,0) ~ 3

(2x3,0) ~ 6
(2x3)+z,0)~ 8

(Ae) (A2)

(x,0) ~ 2

(As)

18
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Existence d’un résultat pour I’évaluation des expressions (1) I

Proposition : Va € B4 Vo € V[Z] Fv e ZU{Err} (a,0)~ v

PREUVE : Par induction sur a.

- /
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Déterminisme de I’évaluation des expressions arithmétiques

Proposition :

Va € ExNo € V[Z]|Yvi,v2 € Z U {Err}

((a,0) ~ v1 et (a,0) ~ v2) = v1 = V2

PREUVE : Par induction sur a.

- /
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Equivalence sémantique '

Théoréme : Vo € V[Z]| Ve € Ea Yo €V (e,0) ~ v < Ale]e =v

PREUVE. ...

- /
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Evaluation des expressions arithmétiques : variables (1)

Le résultat de I’évaluation d’une expression arithmétique a, étant donnée
une valuation o, ne dépend que de la valeur associée par o aux variables
dans 9(a).

(

0 sia=n
x sia=ux
Ya) = < o}
Y a1) Ud(az) sia=ai+azoua=a —a
\ oua=ai Xazoua=ai/as
Proposition :

Va € Ea, Yo1,092 € V[Z],
01 =v9(a) 02 = (Yv € VU {Err} (a,01) ~ v & (a,02) ~ v)
ouVoi,092 € V[Z] o1 =x o2ssiVx € X, o1(z)=02(x)

\Ea:ercice Montrer que si X1 C X5 et 01 =x, 02, alors 01 =x, 02. /
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Evaluation des expressions arithmétiques : variables (2)

PREUVE : par induction sur a

Sia=n € Z, alors ¥(a) = 0, et seule la regle A; a pu étre utilisée pour
établir (a,o1) ~ v avec n = v et en utilisant cette méme regle, il vient

(a,02) ~ v.

Sia=ax €V, alors ¥(a) = {z}, et seule la regle A2 a pu étre utilisée
pour établir (a,o1) ~» o1(x). Par hypothese, 01 =y(4) 02, et donc
o1(x) = o2(x) = n et il suffit d’appliquer la regle A pour établir

(a,02) ~ n.

- /
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variables (3)

Evaluation des expressions arithmétiques :

Sia = a1 + as, alors si (a,01) ~ v a été obtenu :

1. a partir de la regle As :

(A:) 3 (4

(a1,01) ~ n1 J)(a2,01>wn2

(a1 +az,01) ~ v

(A5)

avec v = n1 + ng. Par hypothese d’induction, puisque ¥(a1) C ¥(a)
et ¥(az2) C ¥(a) (et donc o1 =y(a,) 02 €t 01 =y(ay) 02), ON &
(a1,02) ~ n1 et {(az,02) ~ n2, et donc en appliquant la regle As, on

a (a1 + az,02) ~ v.

- /

24




Evaluation des expressions arithmétiques : variables (4) I

2. a partir de la regle Az :

(A:)

<CL1,0’1> ~s Err

(As)

(a1 + az,01) ~ Err

Par hypothese d’induction, puisque ¥(a1) C ¥(a) (et donc

~

01 =9(a;) 02) ON & (a1,02) ~ Err, et en appliquant la regle Az on a

(a1 + az,02) ~ Err.
3. a partir de la regle A4 ... raisonnement similaire au cas précédent.

Sia=a —a2, a=ai Xaz oua=a/az alors le raisonnement est

similaire au cas précédent (un cas supplémentaire est a envisager pour

\division) .

la

/

25

/ Expressions arithmétiques équivalentes (1) I

Caractériser les expressions arithmétiques qui s’évaluent a la méme

valeur.
ay ~ az < (Yo € ZU{Err} Vo € V[Z] (a1,0) ~ v & (az2,0) ~ v)
Proposition : ~ est une congruence.
Une relation d’équivalence R sur £ X E est une relation :
o réflerive Vv € E xRz
o symétrique Vr,y € F, xRy implique y R x
o transitive Vx,y,z € E, si xRy et yR z, alors cR 2

Une congruence R sur E x E, ou E est muni d’une loi de composition
interne ®, est une relation d’équivalence compatible avec © :

-

Ve, o' y,y €E si(zRa2’ et yRy') alors (0 y)R (2" ©y)

~

/
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/ Expressions arithmétiques équivalentes (2) I \

Exemple x +x ~ 2 x x Si (x + x,0) ~» n, alors on a :

o) =@ D mo) o)

(x +z,0) ~ o(z) + o(x)

(A2)
(As)

ou o(z) + o(x) = n. D’autre part, on peut construire I’arbre :

W =2 M=o

(2 X x,0) ~2 X o(x)

(A6)

Puisque 2 x o(z) = o(x) + o(z) = n, on a bien (2 x z,0) ~ n. De
méme, on montre que si (2 X x,0) ~ n, alors (x + x,0) ~> n.

Si (x + x,0) ~~ Err, alors ...

On peut donc remplacer dans tout programme ’expression = + x par
2xx

De plus, puisque ~ est une congruence, on a

\(x—l—m)—}—(a:—{—x)w(2><m)+(2><m). /

27

Expressions booléennes '

On suit exactement la méme démarche qu’avec les expressions

arithmétiques ...
Définition inductive de ’ensemble Ep des expressions booléennes.

Jugements :
(ZUV U{+, —, x,/} U{true,false} U{=,<}U{ or, and ,not })*

(B1)g (2 € {true,false})  (Bs) - < (Bo) ;= (a1,02 € Ea)
b b1 ba b1 ba
(B2) not b (Bs) b1 or b2 (B4)b1 and bs

Ezxemple not (x =0 and x < (7/2))

- /
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/ Interprétation des expressions booléennes .

Interpréter une expression boolénne c’est lui donner une valeur

appartenant a IB U {Err}.

. & partir de l'interprétation des expressions arithmétiques, il reste a

interpréter les symboles de {true,false} U{=,<}U{ or, and ,not }.

t € IB est interprété par lui-méme : [true] = true et [false] = fa

Ise

~

= d
V1 [=] ) vy € Z Err U1 [and] V2 vy € IB Err
<] [or]
= AN
v, € Z V1 ( >1)2 Err v1 € 1B U1 ( )’Ug Err
< Y%
Err Err Err Err Err Err

[not Ju | velB ‘ Err
| -t ‘Err

/
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B[].: Es x V[Z] — B U {Err}

t sie=t¢cIB
Alei]s[<] Ale2]s sie=-e1 <e2
Ble], = Alei]o[=] Alez2]s  sie= (e1 =e2)
Blei]-[and] Be2]» sie=ei and e
Blei]o[or] Blez]  sie=e1 ores
[not] Ble'] - si e = not ¢’

Schéma d’interprétation des expressions boolénnes'

~
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(Bl)m telB

xpressions booléennes : Sémantique opérationnelle a grands pas (1)

Systeme d’inférence définissant un sous-ensemble de jugements de la
forme (b, o) ~» v, exprimant le fait qu'une expression booléenne b € Ep
s’évalue en une valeur v € IBU {Err} étant donnée une valuation o.

~

(a1 = az,0) ~ (n1 = n2)

(B4)< {ar,0) ~ Err (Bs) (al,c?zhwgn;%a(;ziaé;» Err

(ol (g, (o) m lan,0) -

a1 = ag,o) ~ Err (a1 = ag,0) ~~ Err

<a1,0'> ~ N <a2,a> ~ Mo <a1,a> ~ N1 <a2,a> ~ ng N1,N2 € L
(Be) (Bs) (a1 < az,0) ~ (n1 < n2)

ai,az € B4

/

31

(&

(Bo) Lreop e B0l 20 (g ) e
(Bio) (b1 g::cjl ?2 ,:)Ewrr Err

(Bi1) <bl,a>< b:» offI;Qe _ >(bi, c;) Y (By) <b1<lc)>1r g?;; iu;fme
(Bi3) <b1<lc))1r’l?2>, ;; «ErrErr

(b,o) ~~t
not b, o) ~~ (—t)

(b,o) ~ Err

not b, o) ~~ Err telB

(314)< (Bls)<

xpressions booléennes : Sémantique opérationnelle a grands pas (2)

~

v e BU{Err}

v e BU{Err}

32



/ Choix des regles (1) I

e A-t-on B[b], =v < (b,0) ~» v 7 Non

B[(2=2)or (2/0 < x)]o =Erret ((2=2)or (2/0 < x),0) ~ true

e Remplacer les regles Bs, By, Bio, B11, Bi2 et Bis par

i~ (b2, o) ~ true (by,0) ~ p ba, o) ~~ false
mlasime u oo gyt

(ba, o) ~~ Err
b1 and bz, o) ~> Err

(Bio)<

(B11)

b1 and b2, o) ~ false

(ba,0) ~ false (bi,0) ~> v (Bl,) (ba, o) ~> true
<b1 or bz,O‘)W’U 12 <

(ba, o) ~ Err
b1 or b2,0'> ~ Err

(ng)<

\Sémantiques équivalentes 7 Non

b1 or by, o) ~~ true

v e BU{Err}

v e BU{Err}

/
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Choix des regles (2) I

Exemple

Avec un valuation o telle que o(z) =0

-

Bs, By, Bio, Bs, By, B,
‘ Bi1, Bi2, B13 Bii, Bis, Bis
x=0or (10/z <5) (e,0) ~ true (e,o) ~ Err
(not x = 0) and (10/x < 5) | (e, o) ~~ false (e,a) ~ Err

34
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Sémantique opérationnelle : Propriétés

Expressions booléennes équivalentes

b1 ~ b2
& (Vv e BU{Err} Vo € V[Z] (bi,0) ~ t < (b2,0) ~ t)

Vb1,b2 € Ep

Proposition ~ est une congruence.
PREUVE. Exercice ...

Proposition Existence et unicité d’'un résultat Vb € EFr Vo € V|[Z]

Jv € BU{Err} (b,0)~ v
Vur,ve € BU{Err} ((b,0) ~ v1 et (b,0) ~ v2) = v1 = v2

\PREUVE. Exercice ... /
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/ Constructions impératives I \

Syntaxe (abstraite) d'un “petit” langage impératif :
cu=skip|z:=a|ci;c2 | if bthen c; else c2 | while b do ¢

. exprimée a ’aide d’un systeme d’inférence. F¢ est ’ensemble des

programmes, et est défini inductivement par :

reV, ace Ea, be Ep

Clgs Cz=
C1 C2 C1 C2 C
(Ca) C1;C2 (Ca) if b then c; else else ca (C5)whi|e b do c

- /
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Constructions impératives : Exemple (PGCD) I

while not (z =y) doifx <ytheny:=y—zxelsex:=z—y e Ec?

ey =y Pi=asy

ifc <ytheny:=y—zxelsex:=x—1y
while not (z =y) doifx <ytheny:=y—xelsex:=z—y

(Cs)

siz,yeV,not (x=y),zr<ycFEpety—xz,x—y€ FEa

Arbre de syntaxe abstraite du programme & partir duquel on va donner

\sa sémantique. /
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/ Etats (de la mémoire) I \

Construction de base d’un langage impératif : affectation d’une valeur a

“une variable”.

Pour donner une sémantique aux éléments de E¢, il faut commencer par

donner une “signification” a chacun des symboles de variable.

On associe a © € V une cellule mémoire x¢, dans laquelle est encodée

une valeur k.

Une mémoire est donc décrite par un ensemble dont les éléments sont des

adresses-mémoire. On notera plus simplement x la cellule z¢.

Un état de la mémoire est la description du contenu de chacune de ses
cellules. Un état peut étre représenté par une valuation ... vue comme

une fonction partielle qui associe a tout z € V la valeur k encodée dans

\la cellule désignée par . /
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Le role d’un programme c est de modifier ’état courant o; de la
mémoire en un état oz :

(c,01) — 02
L’exécution de l'instruction ¢ dans 1’état o1 conduit a 1’état o-.

Description de I’exécution d’une instruction par le changement d’état

qu’elle provoque.

Changement d’état

e e
’ o(y) sinon

Ezxemple (x := 0,0) — o[x <« 0]
NS /
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/ Sémantique opérationnelle a grands pas ' \

Caractériser un sous-ensemble de jugements de la forme (c,01) — 02 &
I’aide d’un systeme d’inférence.

(Cl)<

skip,o) — o

(Cz)< la,0) ~ n n ez

x:=a,0) — olr «— nj

(c1,0) > 01 {c2,01) — 02
(Cs) (c15¢2,0) — 02

(Ca) (b,o) ~ true (c1,0) — o1 (Cs) (b,o) ~ false (c2,0) — 02
YTif b then ¢ else c2,0) — o1 (if b then c; else ca,0) — 02

(b, o) ~~ false
(Cs) (while b do ¢,0) — o

(C )(b,a> ~ true (c,0) — o1 (while b do ¢,01) — 02
’ {while b do ¢, o) — o2

- /
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Sémantique opérationnelle a grands pas : Exemple'

(41) (0,0) ~ 0

C
(x Z=0,O’>—>O’1( ")
(x:==0;whilex <0dozx:=z+1,0) — 02

Dy Dy Ds
(while z <0doxz:=x+1,01) — 02

(C2)
(Cs)

ou o1 =olr « 0], 02 = 01|z < 1], D1 et D2 sont respectivement des
arbres d’inférence de (z < 0,01) ~~ true et (x :=x+ 1,01) — 02 et ou D3

est arbre :

(A2) (A1)

<0, O'2> ~ 0
(x <0,02) ~ false
(while z <0 do z:=x+ 1,02) — 02

- /
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<$, O'2> ~ 1

(B3)

(Cs)

Effets de bords lors de I’évaluation des expressions '

Les regles :

(b,o) ~ true (c1,0) — o1 (b,o) ~~ false (c2,0) — 02

(04) 05)

(if b then c; else c2,0) — o1 (if b then c; else ca2,0) — 02

ne sont correctes que si I’évaluation d’une expression boolénne ne modifie

pas I’état dans lequel s’effectue I’évaluation.
Est-ce le cas avec le langage C 7 Non
if (i++ > 0) {i=i-1} else {i=i+1};

. méme remarque pour toutes les regles nécessitant 1’évaluation d’une

expression.

- /
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Boucle et Terminaison '

Contrairement aux autres, 'instruction while permet d’écrire des

programmes dont ’exécution ne termine pas.

Puisque les arbres d’inférence sont des objets finis, la sémantique
opérationnelle a grands pas n’est pas en mesure de rendre compte de
I’exécution des programmes qui ne terminent pas ... contrairement a la

sémantique opérationnelle a petits pas.

Exemple while true do skip

(B1) (C1) (Cr)

(while true do skip, o) — o’

(while true do skip, o) — o’

/

(true, o) ~~ true (skip,o) — o

(C7)

Il n’existe pas d’état o’ tel que (while true do skip, o) — o’.

43

Programmes équivalents I

Programmes dont ’exécution est décrite par la méme transformation.
Vei,eo € BEc c1 =ca & (Vo,0’ € V[Z] {c1,0) — 0’ & {c2,0) — o)
Exemples :

c; (if b then ¢’ else ¢”) < if b then (c;c') else (c; ")

/

c1 : (if b then celse ¢'); ¢’ co : if b then (c; ) else (¢';c") c1 = c2

- /
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/ Terminaison de programmes (1) I \

Puisque tout arbre d’inférence est fini, montrer qu’un programme c
termine & partir d’un état o revient & montrer qu’il existe un état o’ tel

que {(c,0) — o',
Exemple Terminaison du programme Euclid :
while not (z =y) doifx <ytheny:=y—xelsex:=z—y

Ce programme termine a partir de tous les états o tels que o(xz) > 1 et
o(y) > 1.

Vo e V[Z] (o(z)>1A0o(y)>1)= 3o’ € V[Z] (Euclid,o) — o’

Utilisation de la récurrence bien fondée pour prouver la propriété P(o) :
(30" € V|[Z] (Euclid, o) — &) pour tout

\O'GS:{O'EV[Z] |o(x) > 1ANo(y) > 1}. /
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/ Ordres (Rappel) I \

Une relation de préordre R sur 2 X FE est une relation :

o réflexive Vx € E xRx

o transitive Vx,y,z € E,; si xRy et yR z, alors R z
Une relation d’ordre R sur E X E est un préordre :

e antisymétrique Yx,y € E, si xRy et yRx, alors x =y
Exemple : < est une relation d’ordre sur IN.

Une relation d’ordre < sur F X E est totale si deux éléments quelconques
de F sont en relation par cet ordre : Vej,ea € E e1 < ez ouez =X e
Sinon l'ordre est dit partiel.

FExzemple : C est une relation d’ordre partiel sur ’ensemble ©(E) des
parties d’'un ensemble FE.

Ordre strict < associé a = : x <yssiz yetz#y.
\ un ordre strict n’est pas une relation d’ordre ! (réflexivité) /

46



Ordres bien fondés (Rappel) I

Une relation d’ordre < sur un ensemble E est bien fondée s’il n’existe pas

de suite infinie strictement décroissante e; > ea > --- d’éléments de E.

Exemple : < est un ordre bien fondé sur IN tandis que ce n’est pas un

ordre bien fondé sur Z

Théoreme Un ordre, défini sur F/, est bien fondé si et seulement si toute

partie non vide de F admet un élément minimal (pour cet ordre).
PREUVE. Exercice.

Un élément minimal d’une partie X de I est un élément de X tel qu’il

n’existe pas, dans X, un élément plus petit que lui.

Remarque : Tout ordre sur un ensemble fini est bien fondé.

- /
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Récurrence bien fondée (Rappel) I

Théoréme Si E est muni d’un ordre bien fondé < et P est une

propriété sur E alors

si (Ve € E (si (Vy <z P(y)) alors P(x))) alors Vx € E P(x)

PREUVE Soit X ={zx € E | =P(x)}. Si X est non vide alors, d’apres le
théoreme précédent, X admet un élément minimal z¢ qui vérifie donc
Yy < zo, y € X et donc P(y) est vrai. En utilisant I’hypotheése on en
déduit que P(z¢) est vrai ce qui contredit zp € X. Donc X est vide ce

qui signifie que Vx € E P(x).

- /
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/ Ordre lexicographique (1) I \

Définir un ordre lexicographique, c’est définir une relation d’ordre sur un
produit cartésien d’ensembles & partir des relations d’ordre définies sur chacun
des ensembles invoqués dans le produit cartésien.

Exemple : Pordre alphabétique sur les mots est un ordre lexicographique

obtenu a partir de ’ordre qui existe sur les lettres de alphabet.

Soit F;, pour 1 < i < n, un ensemble ordonné par <;. Ordre
lexicographique =< sur le produit cartésien F1 X Fo X --- x E,, défini par :

(61, €2, ..., en) = (fl, fg, ceey fn)

(e1;en) 2 (f1,0 fn) &
\/(Hm >0Vi<m €; = fz Nem <m frn)

Exemple : Ordre lexicographique sur IN x IN

(n1,m2) X (n),nh) ssi (n1 <nf)ou (n1 =n) et no <nl)

Théoreme Si <; est un ordre bien fondé sur E;, pour 1 < ¢ < n, alors
I’ordre lexicographique = sur le produit cartésien Fy X Fy X --- X E,, est

\bien fondé. /
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Ordre lexicographique (2) I

Remarque : Ce théoreme ne s’étend pas a (E;)iew. En effet, le fait que le

produit cartésien porte sur un nombre fini d’ensembles est important.
Exemple.

On considere un alphabet A = {a, b} et une relation d’ordre < sur A
définie par a < b.
A étant fini, < est un ordre bien fondé sur A.

. mais l'ordre lexicographique sur A* (ensemble des suites de longueurs

finies d’éléments de A) n’est pas un ordre bien fondé : (a"b),ecw est une

suite infinie strictement décroissante d’éléments de A* !

- /
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Terminaison de programmes (1) Rappel I

Terminaison du programme Euclid :
while not (z =y) doifx <ytheny:=y—xelsex:=z—y

Ce programme termine a partir de tous les états o tels que o(z) > 1 et
o(y) = 1.

Vo € V[Z] (o(z) >1Ao(y) >1)= 3o’ € V[Z] (Euclid,o) — o

Utilisation de la récurrence bien fondée pour prouver la propriété P(o) :
(3o’ € V|[Z] (Euclid, o) — ¢') pour tout
ceS={ceV[Z |o(x)>1N0o(y) > 1}.

Quelle relation d’ordre bien fondée utiliser sur S 7

- /
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/ Terminaison de programmes (2) I \

A chaque tour de boucle, au moins une valeur des deux variables x et y
diminue strictement.

Définition d’une relation d’ordre < sur S :
o1 2025 01(x) < o2(x) No1(y) < o2(y) AVz € VN{z,y} 01(2) = 02(2)
Ordre strict associé a < : 01 < 02 & 01 = 02 A\ 01 # 02.

(01(x) # 02(2) V o1 (y) # 02(y))

o1 <02 | A (01(z) <o2x) Aoi(y) < o2(y))
AN VzeV\{z,y} o1(z) = 02(2)

Remarque

= (01(z) < o2(x)Voi(y) < o2(y))

- /
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Terminaison de programmes (3) I

< est un ordre bien fondé sur S.

S’il existait une suite infinie strictement décroissante o1 > o2 > ---, alors

a partir d’un certain rang k, on aurait :
Vizk ox(z)=o0;(x)Aor(y) = o;(y)

puisque on se place ici dans le sous-ensemble S de V[Z] dont les états
associent uniquement des valeurs strictement positives aux deux
variables x et y et que toute suite infinie décroissante d’entiers
strictement positifs est stationnaire a partir d’un certain rang. Or, par
définition, si ok = opy1 alors oi () # ort1(x) ou ok (y) # ok+1(y) ce qui

est contradictoire.

- /
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4 N

Terminaison de programmes (4) I

Soit o € S, supposons que Vo' < o, P(c') (hypothese de récurrence) et

montrons P(o). Notons o(x) =m et o(y) = n.

Deux cas se présentent ...

- /
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Proposition

Vo,01,02 € V[Z] VYece Ec ({¢,0) — 01 et (¢c,0) — 02) = 01 = 02
Ezxercice : Le prouver par récurrence bien fondée en utilisant la notion de
sous-arbre.

Peut-on prouver cette proposition par induction sur ¢ 7

Cas de la regle (Cs)

(C7)

(C7)

Par hypotheése d’induction, on a seulement o1 = oj. Pour prouver

Déterminisme (1) I \

C . ’/ 1 N .
whlebdo e Si b s’évalue a true :

(Bi)

C; : C :
( ])<c,0) — o1 ( k)<whi|ebdo c,01) — 02
(while b do ¢, o) — o2

(b, o) ~ true

(Bi)————— (Cj1)———— (C)

(b, 0) ~ true (c,0) — ai (while b do ¢, a’1> — aé
{(while b do ¢, o) — o}

o9 = 04, il faudrait aussi une hypotheése d’induction sur while b do ¢!
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et Vae€ EgVoeV[ZVn€ZVr e Via,o)~n= P{x:=a,0) — olx « n])
et Vei,ca € Eg Vo,0’,0"” € V[Z]
(P({c1,0) — 0') et P({c2,0") — ¢")) = P({c1;¢c2,0) — ")
et Vei,ca € Eg Vo,0’ € V[Z] Vb € Ep
((b, o) ~> true et P({c1,0) — ¢’)) = P({if b then ¢ else c2,0) — ')
et Vei,co € Ec Vo,0’ € V[Z] Vb € Ep
((b, o) ~ false et P({c2,0) — ¢’)) = P({if b then c; else c2,0) — ')
et Vc€ Ec Vo € V[Z] Vb€ Ep (b,o) ~ false = P({(while b do ¢,0) — o)
et Ve€ Eg Vo,0',0" € V[Z] Vb € Ep
((b,o) ~> true et | P({c,0) — o’) | et | P({while b do ¢,0’) — &"") |)
= P({while b do ¢,0) — ¢"’)
\:> Ve € Ec Yo1,02 € V[Z] P({c,01) — 02) /

Schéma d’induction associé au systéme définissant (c,o) — o’.

Déterminisme (2) I \

Vo € V[Z] P((skip,o) — o)
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Déterminisme (3) I

PREUVE :

La propriété P a prouver peut s’exprimer par : P({(c,0) — o1) ssi
Voo € V[Z] {(¢c,0) — 02 = 01 = 02.

- /
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Non déterminisme (1) I

On ajoute la regle (Cy D)% au systeme d’inférence définissant Fc.
1 2

Sémantique informelle : exécuter c; or ca, c’est exécuter ¢; ou ca

Sémantique opérationnelle a grands pas

/ /
ol (c1,0) — O 2 (ca,0) — O
( ND)(cl or ca,0) — 0 ( ND)<01 or ca,0) — o

Exemples :
(x:=1or (z:=3;x:=xxx),0)—=7

(x := 1 or while true do skip, o) —7

- /
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/ Non déterminisme (2) I

e (x:=1lor(x:=3;z:=xXxx),0) =7

(C2)

(x :=1,0) — o[z «— 1]

(Cxp)

(x:=1lor (zx:=3;z:=x X x),0) — o[x — 1]

(C2)

(r:=3;z:=x Xx,0) — olxr «— 9|

(C¥p)

(x:=1lor (zx:=3;z:=x X x),0) — o[x < 9]

Comme son nom l’indique, ’ajout de la construction non-déterministe
or fait perdre la propriété du déterminisme de ’exécution des

instructions : 1’état que I'on peut obtenir apres exécution d’un

\programme n’est pas unique. /
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Non déterminisme (3) I

e (x := 1 or while true do skip,o) —7
En utilisant la regle Cy p, on obtient o[z « 1].

En utilisant la regle C% p, le programme boucle et il n’existe pas d’état

o’ tel que (while true do skip, o) — o’

Le seul état o’ tel que (x := 1 or while true do skip, o) — ¢’ est donc

olr — 1].

L’ajout de la construction non déterministe or permet, dans certains

cas, de “supprimer les boucles infinies”.

- /
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/ Parallélisme ? '
C1
ci |

On ajoute la regle (C P)7|22 au systeme d’inférence définissant Ec.
1] c2

Sémantique informelle : exécuter c; || cz, c’est exécuter ¢1 et c2 en

parallele.

Sémantique opérationnelle a grands pas

~

(eplena e or)mot gyl 2o la.0) m o

(c1 ] e2,0) — 0" (c1 ] e2,0) — o

Probléme : Ces regles ne rendent pas compte de ’entrelacement des

exécutions de ¢y et co.

La sémantique opérationnelle a grands pas n’est pas assez fine pour

\prendre en compte le parallélisme.

/

61

4

On ajoute (Cp)

begin lc) “end AU syst. d’inférence définissant Fc.

D : Déclaration des variables locales au bloc.

D:=varx:=a;D | ¢

Description de ’exécution de begin D ¢ end dans I’état o.

(1). Construction d’un état o’ dans lequel on exécute c.

(D,o) o

(D.ofe — Ala],)) — o’

(var z :=a; D, o) s o

(E2)

(E1)<

£,0)— 0

(2). Exécution de ¢ dans o’ :

-

<C, O_l> N O_//
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g

locales déclarées dans D.
o' [9(D) <= o]

0 siD=c¢

ID) =
{z}Ud(D") si D=varz:=a;D'

o(z) sized(D)

o"(x) sinon

o"'[9(D) <= o](z) =

(D,o) — o {c,0') — "
(Cs) (begin D c end, o) — 0" [(D) < o]

(3). “reconstitution” & partir de ¢” de I’état initial o pour les variables
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Exemple : Programme c

begin var y := 1;
(r:=1;

Programme ¢’ — begin var x := 2;y :=x + 1 end;
x:=y+x)

end
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4 A

: (C3) Vi Va
(E2) (vary :=1,0) — oy «— 1] 3 (x:=1;csx:=y+x,0fy—1]) — o1
(Cp) (c,0) — 02
Arbre Vi :
(C2)
1
<:c:—1,a[y<—1])—>al ]

y—1

Arbre V3 : o

Vv
(03) 3 4

c,x:=y+x,0 — 01
y—1
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/ Blocs (5) \
Arbre V3 :

(E2)

Arbre Vy :

(C2)

1 z—4
=y 4+, — O
x<—4
Donc o1 = 0o et o2 = o[x «— 4].

\_ T
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